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Exercícios ProposStosS ss pi venem memenne nene rae eorom m menene ae aeran ol 


No século XVI o matemático italiano Giro- 
lamo Cardano, com o auxilio de seu compa- 
triota Tartaglia, descobriu uma förmula para 
resolver equações cübicas do tipo x? + px = q. 

A fórmula era: 


“dei dü el 


De posse dessa förmula, Rafael Bombelli, 
matemático italiano e da mesma época de 
Tartáglia e Cardano, ao resolver a equação: 


x)- 15x=4 


encontrou: x=4/24+V-121 + 42-V-121 o 


que mostrava que x não deveria ser um nú- 
mero real, pois v—121 €R. 
No entanto, Bombelli percebeu que o nú- 


mero real x = 4 era raiz da equação, pois 
43— 15 - 4 = 4, e isso o intrigou bastante. 


Continuando suas pesquisas, Bombelli 
descobriu que: 


3/2 .4/-121 =2+4-1 e 
42--121 =2-/-1 


Portanto, o valor encontrado com o uso 
da fórmula passava a ser: 


x=2+N-1+2-V-1=4 
Um valor coerente com as expectativas. 


A partir desse momento, começou-se a tra- 
balhar com raízes quadradas de números ne- 
gativos e, mais tarde, já no século XVIII, o 
matemático suíço Leonhard Euler passou a 


representar y—1 por i, convenção que utili- 
zamos até os dias atuais. 


Assim: v-1 =i 
que passamos a denominar unidade imagi- 
nária. Normalmente utilizamos a igualdade: 


A partir da criação da unidade imaginá- 
ria i, vamos resolver algumas equações cuja 
solução era impossível no conjunto universo 
dos número reais. 
1º) Resolver a equação: x? +9 -0 

Resolução 

Como essa é uma equação de segundo grau 

incompleta, não há necessidade de utili- 

zarmos a fórmula de Bhaskara. 


x? +9=0 > x?--9 > x2=9.(-1) 


Como i2=-1, temos: x?= 9i? > x=+3i 
s İsi) 
2º) Resolva a equação: x?— 6x 4 13=0 
Resolução 
A — b? - 4ac = (-6)? —4-1.13 = —16 -16i” 


co DEVA fi 16i? 6+4i 
28:21 2 


Assim: x=3+2i ou x=3-2i 


S={3+2i,3-2i} 


Com a criação da unidade imaginária i, 
surgiu um novo conjunto numérico C, o con- 
junto dos números complexos, que engloba 
o conjunto R dos números reais. 
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Assim, por meio de um diagrama Euler- 
Venn, temos: 


O surgimento desse novo conjunto nume- 
rico foi de grande utilidade para a superação 
de alguns obstáculos na matemática e, por 
conseguinte, nas aplicações diretamente li- 
gadas a ela. 


Definições 

Chamamos de número complexo na for- 
ma algébrica, todo número na forma a + bi, 
em que a e b são números reais e i é unidade 
imaginária (i? = -1). 

Da mesma forma que, quando nos referi- 
mos a um número natural, usamos a letra n 
para representá-lo, a letra z será usada para 
representarmos um número complexo. 


Assim, no número complexo z = a + bi, 
dizemos que a é a parte real de z, e bi é a parte 
imaginária de z, sendo b o coeficiente da par- 
te imaginária de z. 

Representamos: a= Re (z) 
b= Im (z) 
Em particular, temos: 


1°) Se Im (z) = 0, dizemos que z é um número 
real. 


Exemplos: -5=-5+0i ; V2 = V2 +0i 


2°) Se Re (z) = 0 e Im (z) + 0, dizemos que z é 
um imaginário puro. 


Exemplos: 2i=0+2i; 431-0443i. 
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Dois nümeros complexos, na forma alge- 
brica, são iguais quando suas partes reais e 
imaginárias forem respectivamente iguais. 
(As partes imaginárias são iguais, quando os 
coeficientes forem iguais). 

Assim, sendo z =a,+bjiez,=a,+ bi, 
com a,, b}, a, e b, reais, dizemos: 


z. “z €” aşa, e b, “b, 


Exemplo 
Calcular a e b de modo que: 
Qa-b)+3i=-2+(-a+b)i 


Resolução 


2a-b-—2 


Devemos ter: 
3-=-a+b 


Resolvendo o sistema, temos: 


2a-b-—2 
-a+b=3 
a=1 


Substituindo a = 1 na equação -a + b = 3, 
temos: 

-1+b=3 > b=4 

Assim: a=1 e b=4 


5.1. Adição 


Dados os complexos z =a+biez,=c+ di, 
com a, b, ce d reais, a soma z, + z, será um 
complexo tal que: 


Z+ z,= (a + bi) + (c + di) = (a + c) + (b + di 


Exemplo 

Sendo z, =- 3+ 4i ez, “ 2-i, calcular z, F z, 
Resolução 
Ztm=(-3+4)+(2-)=(-3+2)+(4-i 
Assim: z +z,=-1+3i 


9.2. Subtração 

Dados os complexos z4 =a +þi e z,=c+ di, 
com a, b, c e d reais, a diferença z, — z, será um 
complexo, tal que: 


zı- z,— (a + bi) — (c + di)= (a-c) + (b- d)i 


Exemplo 

Sendo zi =5 + 3i ez, “ 3 +2i, calcular z, — z, 
Resolução 

Z4- z= (5 + 3i) — (3 + 2i) = (5-3) + (3 - 2)i 
Assim: 7,-Z,=2+i 


3.3. Multiplicação 

Dados os complexos z =a+biez,=c+ di, 
com a, b, c e d reais, o produto zı : z, será um 
complexo, tal que: 


Z4 * Z= (a + bi) : (c + di) = (ac — bd) + (ad + bo)i 


De fato, usando a propriedade distributi- 
va, temos: 


ə 
(a + bi) : (c + di) = ac + adi + bci — bdi? 
e A 


Como i2=- 1, temos: 
(a + bi) - (c + di) = ac + adi + bci — bd 
Agrupando a parte real e a parte imagi- 
nária, temos: z,:z,=(ac— bd) + (ad + boi 
Exemplo 
Sendo z} =3 + 2i e z, = 2 + 4i, calcule z} ; z, 
Resolução 
Z4: 2,” (3 + 2i) : (2 + 4i) 
Z.-3:243-4142i-242i-4i 
Z= 6 + 12i + 4i + 8i? 
z,=6+12i+4i-8 
z,=-2+16i 


Z4’ 
Z4’ 
Z4’ 
Z4’ 


Observação — As propriedades da adição, 
subtração e multiplicação válidas para os nú- 
meros reais continuam válidas para os nú- 
meros complexos. 


5.4. Conjugado de um 

Número Complexo 

Chamamos de conjugado do número com- 
plexo z = a + bi, com a e b reais, o número 
complexo Z = a — bi. 

Exemplos 

19 z,-2-3i > 7,=2+3i 

29) z,=-1 -4i > Z,=-1+4i 

39) z, =-3i > Z; =3i 


49)2,=2  Z,-2 


Propriedade 


O produto de um nümero complexo pelo 
seu conjugado é sempre um número real. 


Demonstração 


Sendo z=a+bie z=a-bi(ae Rebe R) 
temos: 


í — b?i? 


Como aebsãoreais, z-ze R. 
0.0. Divisão 


Dados dois números complexos z, e z,, com 
Z, + 0, efetuar a divisão de z, por z, é encon- 
trar um terceiro número complexo zı tal que 
Z4 = Zə Zi, OU Seja: 


Exemplo 
Efetuar a divisão dez, “2-—3i por z,=1+2i. 
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Resolução Assim, temos: 


Devemos encontrar um número comple- 
a+bi (a+bi)(c-di) 


xo Z, = a + bi tal que z, = 22. Assim, cadi (c--di)(c— di) 
Z2 
a+bi _ac-adi+ bci- bdi? 
2-3i , c+di c”-cdi--dic-d”i” 
=a+bi 
1+2i 
2-3i=(a+bi)-(1+2i) a+bi (ac+bd)+(bc-ad)i 
2-3i=a+2ai+bi+2bi c+di de 


2-3i=a+2ai+bi-2b 
2-3i=(a-2b)+(Qa+b)i 


Assim: 


a+bi (5) (mae) 
c+di Le+d?) (+d? 


a-2b=2 
2a+b=-3.......... x (2) Fremplo 
Efetuar a divisão de z} “2—3i por z,=1+2i 
r —?b =92 Resolução 
—.. R 2-3i (2-3i)(1-2i) 
5... 1--2i (1+2)(1-2i) 
2-3i 2-4i-3i:6i” 
Substituindo em a — 2b = 2, temos: 1+2i 1-4; 
E _ -25 ahb. 2-31 -4-7i 
j : ? Ipa 1:4 
Assim: 
— -7 2-3i 4 : 
az —eb-— -————i 
5 5 1+2i 5 5 
Então 
2-3i — 7 
a - ———i Calculemos algumas potências de i com 
1421 5 5 expoente natural: 
Regra Prática P=1 
Dados os complexos z;=a+biez,=c+ di, Psi 
a, b, c e d reais e z, + 0, para efetuarmos a Pes] 
divisão de z} por z,, basta multiplicarmos o 15-17-1-(-1).i--i 
z Çu 
numerador e o denominador da fração “1 a nas 
z. Peiizl.izmi 


16-15-12-1-(-1)--1 


pelo conjugado do denominador (zə). 1757077 
11 1 (r 
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Notamos que, a partir de if as potências 
de i vão repetindo os quatro primeiros resul- 
tados, assim, de um modo mais geral, com 
n € N, podemos afirmar que: 


jm = G= 1=1 
in1-in.11-1.1-i 
14n2.z iin . 122 1 . (-1) - —1 
jn+3=;n.3=7 -(-i)= -i 


Esta conclusão sugere-nos o seguinte: 


Demonstração 


m| 4 m=4q+r com r € (0, 1, 2, 3) 
T q 


Assim: 
im- Tr — 149 = (154 mu 
im 14-iT— 

Observação 

Notamos quer e (0, 1, 2, 3}, então, com m 
€ N, a potência im é sempre igual a i ou il ou i? 
ou i’, ou seja, 1, i, —1, —i, respectivamente. 

Exemplos 

1º) Calcular 155? 


Resolução 


359| 4 >i =i? —-i 


39 89 
3 
29) Calcular 1150 


Resoluçao 


130| 4 >i =i? =-1 


10 32 
2 


Exercícios Resolvidos 

01. Resolva a equação: x*-1=0 

Resolução 

x*-1=0>5(x+1)(x2-1)=0 

2+1=0>5x7=-15>7=2>5x=+ti 
ou 


x2-1=0>5x=1>x=t1 
S=[+,+1,-1,-il 

02. Resolva a equação: x? - 2x + 10 = 0 
Resolução 


A=(-2)2- 4.1-10=-36 


JA=/-36=/36 -(-1) -6-4-1-6-i 


— 25EVA  246i 
243 
x=1+3i 


S={1-3i, 1+3i} 


03. Se Z=4+2i e W=3-5i então, calcular: 

a) Z+W 

b) Z-W 

o) Z:VV 

Resoluçüo 
Z+W=(4+2)+(3-5)=4+21+3-5i = 7-3i 
Z-W=(4+2)-(3-5)=4+21-3+5i= 1+71 
Z:W=(4+2)(3-5)=12-201+6i-102= 
12 -14i+10= 22-—141 

04. (FCC-BA) O número complexo 1 —i € 
raiz da equaçao x2+kx+t=0 (k, te R) se, e 
somente se: 


a) ket-—2 d) k=2 e t=-2 
b) k=t=2 e) k+t=1 

c) k=-2 e t=2 

Resolução 


Se (1 —i) é raiz, temos: 
(1-)2+Kk(1-i)+t=0 
1-2i-1+k-ki+t=0 
(k+D+(-2-Kki=0+0i 

k+t=0 t=2 


-2-k=0 ” k=-2 


Logo: 
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05. (UCMG) O número complexo z, tal 
que 5z+ Z = 12 + 16i, é igual a: 


a) -2 +2i d) 2+4i 
b) 2- 3i e) 3+i 
o) 1+2i 

Resolução 


Fazendo z=a+bi e z=a-bi, temos: 
5z+z=12+16i 
5(a+bi)+a-bi=12+16i 
5a + 5bi + a-—bi= 12 + 16i 


6a+4bi=12+16i 
6a=12 s a=2 
40-16 o 5-4 


Logo: z=2 +4i 
06. Determine o inverso do número com- 
plexo z=3-2i. 
Resolução 
O inverso de z será z7, tal que z : z1 =1, ou seja, 
— 
z 
Assim: 
E o 1 m 1. (3 + 2i) 
3-2i (3—2i)(3+2i) 
q 3+2i 342i 
iz = pə) — 
9-4i 9+4 


Z 


Z 


2. 
Resposta: e 5- 
13 13 


2+3i 
2+mi 


07. Determinar m e R para que Z = 
seja um imaginário puro. 
Resolução 
2+31 
E 2+mi E 


(2+3)02 mi) 
(2+ mi)(2— mi) 


— 243i 4-2mi46i-3mi” 


2+mi 4-m”i” 
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2+3i (443m) (6-2m). 
- -= o a 
2+mi 4+m 4+m 
Para que z seja imaginário puro, devemos ter: 
Re (z)=0 
Assim: 


4+3m 


- E -. 
Tone OS 443mz0c mz 4 


4 
Resposta: m= 3 


08. Calcular: i14 — 31 + 2176 


Resoluçüo 
1414 9| 4 26 |4 
2 3 1 2 2 6 
?-3l+22=-1-3i-2=-3-3i 


09. Calcular if” -2 


Resolução 

ə in (1º)! 1" 

1 x 1 
i -1 -1 

Resposta:—1 


Já sabemos que cada número real pode ser 
associado a um ponto de uma reta e que cada 
ponto da reta é imagem de um único número 
real. Para representarmos geometricamente 
os números complexos (entre os quais se en- 
contram todos os números reais), utilizare- 
mos um plano. Assim sendo, considere um 
plano no qual se fixou um sistema de coorde- 
nadas retangulares. Representaremos cada 
número complexo z = a + bi pelo ponto do 
plano de coordenadas (a, b). 


Dessa forma, o número complexo z “2 + 3i, 
por exemplo, sera representado pelo ponto 
P (2, 3). 


0 2 x 


Quem pela primeira vez fez essa interpre- 
tação geométrica foi Wessel, num artigo pu- 
blicado em 1798, mas sua obra ficou quase 
desconhecida; por isso, este plano onde re- 
presentamos os números complexos é conhe- 
cido, até hoje, como plano de Gauss, embora 
este tenha publicado a mesma idéia cerca de 
trinta anos depois. No plano de Gauss, os 
números reais são representados por pontos 
que pertencem ao eixo Ox e, por isso, esse eixo 
será chamado de eixo real, enquanto o eixo 
Oy será chamado de eixo imaginário. O pon- 
to P(a, b), que representa o número complexo 
z= a + bi, será chamado de afixo ou imagem 
deste número complexo. 


Dado um número complexo z =a + bi, com 
a e b reais, chamamos de módulo de z e indi- 


camos |z| ou p à distância entre a origem O do 
plano de Gauss e o afixo de z. 


ya 
P (afixo de z) 


Sendo O (0, 0) e P (a, b) 


dæ =4(a-0° +(b-0) = a? +b? 
Assim: ||z|=p=vVa° +b? 


Observação 


A definição de módulo no conjunto dos nú- 
meros complexos é coerente com a definição 
dada em R, ou seja: 


Sez=x e xe R, então Izl = İxl 
De fato: 
xe Rez=x> 


z=x+0i >|z|=v4x° +0? 


Assim, |z| = 4x2, ou seja, |z| = |x| 


Exemplos 


19) z4 =3+2i > İz:İ — V37 +2? = 13 
27) z, = -14-3i  İzəl = /(-1)” 4-3? = 10 


39) z, = 2i = İzəİ — V07 +2? -2 


49) z, =-3 x İz, = 4(-3)” +02 -3 


Propriedades 


Sendo z} = a + bi ez, = c + di dois números 
complexos quaisquer, então: 


13) 


Ta 


Demonstração 


z;=a+bi=|z;|=4a° +b? 
Z, =a-bi=|z,|=\a° +(-b) = Ja? +b? 


Assim: İz: İ-iza) 
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23) İzi “zəl -İzil-lzəl 


Im + 
z,Z,=(a+bi)(c+di)=(ac—bd)+(be+ad)i 
Zə - Y(ac-ba) +(berad Real 
A: =J? —2abed--b”d” --b”c” +2abed+a?d” 


Z-Z, =e (a” +b?)+d? (a? +b?) 


z, “zəl (02 + (E +a?) 


2 2 2 2 
zz, mAla” +bº Jc +d : 7 5 
. Sendo z = a + bi um número complexo não- 
nulo e P o afixo de z no plano de Gauss de 
Assis asc js iai origem O, chamamos argumento do número 
.— 1 2 complexo z a medida 6 do arco com centro em 
zı) O tomado a partir do semi-eixo real positivo 
gl =(z2+0) o a səmərə E 2.04 
Z2 İz.) até a semi-reta OP no sentido anti-horário. 
m Assim: 
Demonstração 
Im 4 
Z1 
Zo s0c —-z, =24 > 
Zə 
Z Z 
E = 1 = 
z= >H=] P 
Z2 23 
P 
İZ: İZ 0 
Assim: |+ al 
Z2 izə) O Real 
Observação 0? c 0 90? 


Existem outras propriedades que são va- 


. ; = Im 
lidas para os números complexos e que serão 
demonstradas no próximo módulo. 
n n 
49 pr |= zıl 
P 

53) |Zz4 “zəl x İzil-lzəl 

Importante p 0 

Todos os números complexos com módulo O Real 
r têm os seus afixos em uma circunferência 


de centro na origem e raio r. 
90° < 0 < 180? 
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180? < 0 < 270? 


Im + 


O Real 


270° < 0 < 360? 


Da trigonometria concluímos que: 
a b 
cos0 = — e sen 0 = — 


em que p é o módulo de z. 
Em particular quando: 


T 0=0°,sea>0 
“7802428077 
06520 97 90” seb>0 
.0.u75 .-. 


Exemplos 
19) Calcular o argumento do nümero com- 
plexo z “ 2 — 2i. 


Resolução 

p - İz 4/27 +(-27 =8=242 

cosg = 2. - 37. e seng= 2. = 42 
242 2 22 2 


Assim: 0 = 315? 


2º) Calcular o argumento dez =—1 +31. 


Resolução 
p=bl=J(-1 4437 = Vá =2 
aslı e sen0 — 43 

2 2 


Assim: 0 = 120º 


3º) Calcular o argumento de z = — 4i. 
Resolução 


p İzl- 4/07 :(-4)” =4 


eggs e sen0 -- ——-I1 
4 4 


Assim: 9 = 270? 


4º) Calcular o argumento de z = —2. 
Resolução 


p- İzl- //(-2)” -0 =2 


cosĝ = —= -1 e TAT = 
2 2 


Assim: 0 = 180? 


Importante 


Todos os números complexos com argu- 
mento 6 têm os seus afixos em uma semi-reta 
de origem O. 


Imag 


O Real 
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Podemos determinar um número comple- 


xo de dois modos: 


1º) Conhecendo a = Re (z) e 
bi = Im (z) e temos: 


z=a+ bi, que é a forma algébrica de z. 


2º) Conhecendo p =|z| e o 0 = argumento 


de z, temos: 


cos0 — — >a=p-cos 6 e 
P 
b 

sen 0 =— > b=p-sen 0 
p 


Assim: 
z=a+bi=p-cos0+p-senBi 


Então: 
Z= p(coso + isen6) 
que é a forma trigonométrica de z. 


Exemplos 
1º) Colocar o número complexo z=1 +ina 


forma trigonométrica. 


Resolução 

z-l1-icə İzl — V17 17 =42 

cos0=-L -32 e seng= -L-32 
s 2 42 2 

Então: 0 = 45º 


Logo: z = 2 (cos 45º + i sen 45º) 
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2º) Escreva na forma trigonometrica z = — 2i. 
Resoluçao 
z — -2i — İzl — ,/0? +(-2) -2 
das 70 e T ə 
2 2 


Assim: 0 = 270? 
Logo: z = 2(cos 270” +isen 270º) 


3°) Escreva na forma trigonometrica z=- 4. 
Resoluçao 


z=-4>|z|=4 
—4 

cos8=-—=-1 e PET ei 
4 4 


Assim: 0 = 180º 
Logo: z = 4 (cos 180º+isen 180º) 


01. Sendo z, “2 3i ez, “ 1 — 2i, verificar 


a veracidade das sentenças abaixo. 


a) izil “İzil 


b) Z4 zəl İzil-İzəİ 
zil, pal 
9 2, [ol 


d) zil-izil 


e) İZ: "zəl x |zı|+ |z] 


Resolução 
a) lzilz 124:3// z 27 +3? = 13 


İziİ- l2— 34 - 4/27 -.(-3)” - 413 


< İil” Zi] 


b) İzi zəl (2--30(1- 29) 
py: 2o)=[p-4i+ 31-67] 


|z;:zo)=|8-)=64+1 = 465 


za) -|z5]=|2+3i):|1- 2i 


İzillzəlz 1449: 4144 = 13.5 = 465 


“z122 = Fil: izə) 


o || |2+3i 
zə) 11-21 
zı) 1(2430(1--2i) 
zə) 1(1-201(1-2i) 


zil (4, Zil - [16 , 49 — 65 

z| |5 5| V25 235 5 

zı|_|2+3i 4449 413 4/65 

zə) |-2]) 1+4 v5 5 
al deal 


d l= (2--337) 
izi — 4--12i-.9:”) 
izi - Hə. 12il- 125-144 = 13 
İzi” =(p+3i) =(V2+9) = (DB) 


ailal 


=13 


e) İzi +z2|=|2+3i+1-2i 
zi zəl 8-ilz 4941 410 


zı|+|z|=|2+34+|1- 2i 


zil izəlz 4+9 + 1+4 
zilrlzilz 13 + 45 
410 < 413 “45 > |z: + 22| < |z1|+|z2] 


02. Obter o argumento dos complexos: 
a) z=5+5i 


b) z-,3-i 
Resolução 
5 
a) tg “... 
Im+ 
5 .Z 


(1º quadrante) 


Um 


Re 
(4º quadrante) 


11n 
— 
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03. Escrever o número z=-1- 3ina for- 
ma trignométrica. 
Resolução 


x 
(3º quadrante) 
47 
0=— 
=> 3 


Logo, Z= p(cos O +isen 9) 


Z= 2İ os zə. +isen a 
3 3 


11.1. Adição 


Sejam os números complexos z, e z, na 
forma trigonométrica: 


z4 = p4 (cos 0, +i sen 0)) 

Z, = P, (cos 0, +i sen 0,) 

Vamos efetuar a adição de z, e zz: 

Z; +Z,=p} (cos) +i sen 0,)--p, (cos 0, +i sen 0,) 


Z4 + Z, = (P4 cos 0) + p, : cos 0,) +i (p4 “sen 0) + 
+p, sen 0)) 
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O módulo de z} +z, será: 


İz: “zəl - Joi -cos04 +p, “cos0) )? +(py -sen 04 4-pə “sen6) )7 


Simplificando, encontramos: 


İz, “zəl = 40? +p 1201 “pz “cos(0) -0,) 


Este ültimo resultado mostra-nos que o 
módulo de soma é o maior possível quando cos 
(9, -0,) for máximo, o que se dará para cos (9, — 
0,) = 1, e neste caso teremos: 


İzi +z2|= 4p? +p2 +2p1 “Po 
ou seja: 
İz: “zəl =Pi+P> 


Assim, podemos afirmar que? 


İzi sz, s İzil-lzəl 


11.2. Representação 
Geométrica da Adição 


Consideremos dois números complexos z, 
e zə, na forma algébrica: 


z =ą+bįi 

Z» =a, + b, i 

Vamos construir as imagens respectivas 
de z, e z, que representamos por M, e M}. 


Com os pontos O, M,, M, e M vamos 
construir o paralelogramo OM ,MM,, cuja 


diagonal é OM. 


A partir da figura, podemos concluir que: 


OP = OP, + P,P 


P - OP, +OP 
P,P = OP, 1-0 1372 


Como OP, “ a, e OP, = a, temos que: 
OP za, +a, 


Analogamente, provamos que: 


OQ-OQ, +00, =b; +b, 

Dessa forma, concluímos que o ponto M éo 
afixo do número complexo (a, + aş) + (b, + b,) i 

que é a soma z, + Z. 

Assim, concluímos que: 

A soma de dois números complexos € re- 
presentada geometricamente pela diagonal 
do paralelogramo construído sobre os 


vetores correspondentes aos dois comple- 
xos dados. 


Escrevemos que: 
OM = OM; +OM, 


11.3. Multiplicação 
Consideremos os números complexos 
não-nulos: 


Z4 =p; (cos 0, +i sen 0)) 

Z, =p, (cos 0, +i sen 0,5) 

A multiplicação de z} por z, ficará: 

Z4 * Za = P4 pə" (Cos 0) “cos 0, + i cos 0), “sen 0, 
+ i cos 6, “ sen 0, + i? sen 0) - sen 0,) 

Agrupando convenientemente, temos: 


cos(B, +95) 


Z4 `Z, =P, po | (60S0, -cos0, -sen 0; -sen0,)+ 


+i-(sen0, -cos0, +sen0,-cos0,) 


sen( 9, +0, ) 


Assim: 


m 227 b)" po [cos(0,+0,)+isen(0, + 02)1 


Podemos observar que: 

1º) o módulo de z, “ z, é igual ao produto 
dos módulos de z} e z,; 

2º) o argumento de z, - z, é igual à soma 
dos argumentos de z, e z,. 

Exemplo 

Calcular o produto dos números complexos 

z =2 (cos 50° +i sen 50°) e 

w =3 (cos 20° + i sen 20º). 

Resolução 

z: w=2: 3- [cos (50? +20°) +i sen (50° + 20°)] 

Assim: z “ w = 6 : (cos 70° + i sen 70°) 

Importante — Se tivermos n fatores, será 
fácil verificarmos que: 


zu zun A ın O e OE EO NE 


+isen(8,+6,+...+0,)] 


Exemplo 


Calcular o produto dos números complexos: 


T. T 
Z4 = 2İ cos +i -. 


m. T 
Z2 -—. snd) 


T. T 
Z3 5. senz) 


Resolução 


Assim: z, “ Z, “ Zə = 30 [cos z + i sen ml 
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114. Divisão 


Consideremos os números complexos não-nulos: 


z4 = p4 (cos 0, +i sen 0)) 
Z, = pz (cos 8, +i sen 05) 


A divisão de z} por z, ficará: 


Z4  pi(cos 9) +i sen 04) pə?(cos 0, —i sen 05) 


Zə pgə(cos 0, Fi sen 0,) pə?(cos 0, —i sen 05) 


. : (2 
Z4 _ Pı pz(€os 0) -cos 0, —i sen 0, -cos0, +i sen 0, -cos 0, —i” sen 0: -sen 05) 


Z2 p? (cos? 0, -i” sen? 95) 


Eri pəİcos 0, “cos 8, +sen 04 “sen O, +i(sen 0, “cos 6, — sen 0, “cos 0))) 


Z2 p? (cos? 0, + sen? 0.) 


Zi = Pi İços(9) -02)--i sen(9, -92)) 
Z2 Po 


Podemos observar que: 


1º) omódulo de 21 é igual ao quociente dos 
Z3 
módulos de z, e zə, 
2º) o argumento de 2? é igual à diferença 
Z2 
dos argumentos de z, e z,. 
Exemplo 


Calcular o quociente dos números comple- 
xos 


z = 6 (cos 70° + i sen 70°) e 


w =2 (cos 20° i sen 20°). 
Resolução 


—. É [cos (70º-20º) +i- sen (70º-20º ) 
w 2 


Assim: Z — 3(cos 50º+i sen 50º) 
w 
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11.5. Potenciação 
Sendo z=p (cos 0+ i sen 0) e n um número 
natural nao-nulo, temos: 
ZSZ ZZ. Z 
n fatores 
z"=p-p-..-p[cos(0+0+...+0)+ 
isen(0+0+...+60)] 
Assim: 
zü =p" Teosfn : 0) +i sen (n : 0)) 
förmula de Moivre 


Podemos observar que: 


19) o módulo de z” € igual ao módulo de z 
elevado ao expoente n; 


2º) o argumento de z” é igual ao argumen- 
to de z multiplicado por n. 


Exemplos 
1 
1º) Dado z= =+ 8, calcular zº. 
2:2 
Resolução 
2 2 
pa (Ba) sia 
2 2 4 4 


1 
2 1 
cos9- rə 
p T 
m 0 — —rad 
5 à 
5 a 
1 2 
Assim 


( m. z) 
z=1.|cos—+i sen 
3 3 


zê 1º (cos E 4 sen 6-2) 
3 3 


z= 1. (cos 2 T +i sen 2 n) 


zö-1-(1-i-0) 
zö-1 
Exercícios Resolvidos 


01. Dados os números complexos: 
z = 8 (cos 75° +isen75)ew=2(cos15º+ 
i sen 15°), pode-se dizer que: 


a) zw=16 

b) “--2-2//3i 
WwW 
Z 


c) — = 4 (sen 60º+i cos 60º) 
w 


d) zw =- 16i 
e) nra 
Resolução 


z 8 0 0 . 0 Hla 
< = ltcos (75 —15 )+i sen(75 —15 | 


=4 (cos 60° + i sen 60°) = 


=2(1+3i)- 


=2+2v3i 
Resposta: B 


T . T 1 
02. Dado z=2 (cos > +I sen z) calcular —z. 
3 3 Z 


Resolução 
Sabendo que z" =p": (cosn- Ərisenn : 0) 


z - 27) cos .. seri m... 
3 3 


E = [cos (-2m)+i sen (-2m)] 


FAR — (cos 0+isen 0) 


1 

-6 è 

z” — — (1-10 
a ) 


03. Determinar o menor valor de n e N*, 
tal que (V2- 2i) seja real. 
Resolução 


Sendo z = 42 -V2 i 


a 42 
—.— 7 
p bə” 
bo —2 4 
senf=—=-— 
p 2 
Assim: 


( 7T . ə 
z 2.1 cos +i sen 
4 4 


Para que z" seja real, devemos ter: 
Im (z")=0 
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Fazendo n “ 2, temos: 
(cos O+isen 9)" = (cos 2 O+isen? 0) 


(cos 0+ isen 0)2- 


Assim: 2 ZE) =0 


7 : : 
Então: n: -kmkez = cos? 0+ 2 cos 0 -isen 047 - sen? 0 


Sen natural, depemosi in mültiylo de4 (7777 
en énatural, devemos ter que n seja múltiplo de 4. . 
5 é 1 . P = (cos? 0 — sen? 0) 1-2 sen 0 : cos 0 
Então o menor valor de n é: 


Então: 
(cos 2 O0+isen2 0)= 
04. Sendo z = cos 6 + i sen 0, obtenha as = (cos? 0 — sen? 0) 1:2. sen 6 -cos 0 
förmulas de sen (2 0) e cos (2 0) utilizando a 


förmula de Moivre. a ə ənə 
Igualando as partes reais e imaginárias, obtemos: 


Resolução 
cos2 6 = cos? 0 — sen? 0 
Sabemos que: 


e 


O+isen 0)" = 0)+i 0 
(cos 0+ isen 0)" = (cos(n 0) + isen(n 0) EAE, 
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Dados um número natural n e os números 
complexos ay, a, 4 = ây a, € a, denomina- 
mos função polinomial ou polinômio na va- 
riavel xe C a função: 


T t... tax? daxl dağ 


P(x)= 


Os números a,, a, /, -v az, aq € ap São cha- 
mados coeficientes do polinômio e as parce- 


ax" +ap1X" 


n-1 
an-1X ...a.x 


termos do polinömio. 


n 2 1 m 
las a x”, , ajX € ap São OS 


Dizemos ainda que a, é o termo independen- 
te do polinômio.(também chamados monômios) 


Exemplos 


19) P(x) = 5xº -2x +4/3x-1 


29) M(x) = —x” +x? +1 
39) T(x) = 


x +2ix? -3x+2 


Dado um polinômio: 


P(x) z ax” +a x" +..raçx2 daxl ağ 
e o número complexo ot, dizemos que o valor 
numérico de P para x = O é o número que 
obtemos quando substituímos a variável x 
do polinômio pelo número ox, indicamos por 


P(o) (lemos: Pdea) 


P(ox) — an (o))" +an a(o)" +...+as(0)? +a; (0) aş 


Quando P(x) = 0 dizemos que q, € uma raiz 
ou zero do polinômio. 


Exemplos 


1º) Obter o valor numérico do polinômio: 


P(x) = 3x) +2x2 +x—3 para x=—2 
Resolução 

P(-2) = 3(-2)” +2(-2)? +(-2)-3= 
=-24+8-2-3 


Assim, P (-2) = -21 


2º) Verificar quais números do conjunto 
(-2,-1,0,1,2,3) são raízes de: 


P(x) — x? -2x? -5x+6 
Resolução 

P(-2) = (-2)º -2(-2)” - 5(-2) +6 
P(-2)=-8-8+10+6 

P(-2) = 0 > 2éraizdeP(x) 
P(-1) = (-1)° -2(-1)}° -5(-1)+6 
P(-1)=-1-2+5+6 

P(-1) = 8 > -1naoeraizdeP(x) 
P(0) = (0)” -2.0? -5.0--6 
P(0)=0-0-0+6 

P(0) = 6 > Onãoéraiz deP(x) 
P(1)=1º-2.12-5.1+6=1-2-5+6 
P(1)=0 = 1€ raizdeP(x) 

P(2) -25-2.27-5.2-6 
P(2)=8-8-10+6 

P(2) = —4 > 2nãoéraizdeP(x) 


3)-35-2.37-5.346 


II 
N 
N 
pa 

~ œ 

İ 
= 
q 
+ 
O“ 
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3º) Determine m para que 1+i seja raiz de soma =P(1)=6-3+3-4=2 

P(x) = x2+ mx + 2. 29) A soma dos coeficientes de 
Resolução P (x) = (x? 42x —1)5€: 
P(1:3)- (14:07 m(1--3):2 soma - P (1) - (12:2:1-1))-29-8 


(+i) 
P(1+i)=1+2i+i?+m+mi+2 
P(1+i) 
P(1--i) 


1+)=1+2i-1+m+mi+2 


Dado um polinômio P(x) não-nulo, chama- 
(m+2)+(m+2)i mos grau de P e indicamos por Gp, o maior dos 
expoentes de x que tem coeficiente não-nulo. 


Para que P(1 + i) = 0, devemosterm+2=0 SEN 2 
Quando o polinômio é nulo, o seu grau não 


ua. é definido. 
4º) Dado o polinômio P(x) = x? + 2x + 5, Exemplos 
obter M(x) =P (x + 1). 1º) Indicar o grau de cada um dos 
Resolução polinômios abaixo: 
= ” 2 
Mix) =P(x+D=(x+1):+2(x+1)+5 a) P(x) = 3x5 -2x547 5Gp=5 
M(x)=x2+2x+1+2x+2+5 “ə. 
M(x) = x2+ 4x +8 b) P(x)=1+2x+3x +x” > Gp=3 
o) P(xy)=x2)-x2)+2>Gp =5 
Observações importantes: 
s P d) P(x) -3x G, -0 
1º) Um polinômio P € chamado de nulo e) P(x) =0>2Gp 
ou identicamente nulo quando para qual- 
quer q € C tivermos P (x) = 0. Isso sö acon- 29) Estudar as condiçöes para que o 
tece quando todos os coeficientes de P (x) polinômio P(x) = (a — 3) x2 + (b — 1) x + (c-2) 
forem iguais a zero. tenha grau igual a zero. 
Exemplo Resolução 
P (x) = 0x? + 0x + 0 é identicamente nulo. Devemos ter: 
28) O número zero só é raiz de um .—. 
polinömio P (x) quando o termo indepen- b-1-0c—b-1 
dente de P (x) for nulo. c-2x0cmcz2 
Exemplo 39) Discutir, para a € C, o grau de 


19) 0 € raiz de P(x) = x? —- 3x2 + x 


P(x)=(a? -1)xº +(a+1)x? +(a-1)x+2 
29) 0 não € raiz de P (x)=x)+2x— 1 be) l ) P bə 


= = Resolução 
3) O valor numérico de um polinômio j 
P(x) para x “1 € igual à soma dos seus coe- Sea” -1#0, ou seja, a z 1ea z—1, então, 
ficientes. Gp “3. 


Se a = 1, temos: 

P(x) = 0x? + 2x2 + 0x + 2, então, Gp “2 
Se a=-— 1, temos: 

P(x) = 0x5 +0x? — 2x + 2, então, Gp=1 


Exemplos 


1º) A soma dos coeficientes de 
P (x) = 6x4- 3x? + 3x- 4 é: 
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Exercícios Resolvidos 


01. Determinar m, n e p de modo que: 
P(x) z px? “ (n - p -1)x7- (2m-n-p)x 
seja um polinômio nulo. 
Resolução 
P(x)}=pxt+ (n-p -—1)x? + (2m-n-p)x=0, VY x 
p=0,n-p-1=0e2m-n-p=0 > 


1 
> p=On=lem= 


02. (PUC-SP) O número de raízes reais do 
polinômio p(x) = (x? + 1) (x— 1) (x +1) é: 


a) 0 d) 3 
b) 1 e) 4 
c) 2 

Resoluçüo 


P(x)=(x2+1) (x— 1) (x +1) 
Raízes de P(x) = P(x)=0 -. 
x2+1=0 > complexas 


ou x-1=0>51x=1 
ou x+1=0>5x=-1 


Raízes reais =2 


Resposta: C 


03. Se P(x) = XÊ + ax + b, P(2) = 12 e P(-2)=8, 


então, P(1) é: 
a) 1 d) 4 
b) 2 e) 5 
o) 3 
Resolução 
P(2)=2:22+0:2+b=12 > 
mə 2a+tb=-4... (1) 


P(-2)-2.(-2) +a: (—2)+b=8 => 
=> -2a + b=24........ (2) 


De (1) e (2) temos a=-7 e b “10. Assim, 
P(x) = 2x3 — 7x + 10. 
Portanto, P(1)=2-13-7-1+10=5 
Resposta: E 
04. (Mackenzie-SP) O polinômio 
P(x) — (m-—4)x5 +(m2?-16)x2+(m+4)x+4 é de 
grau 2 se, e somente se: 
a) m=4oum=-4 
b) mz4 
c) mz -4 
d) mz 4emz-4 
e) para nenhum valor dem 
Resoluçüo 


m-4=0>m=4 
Condições: e 
m? —16 x 0 ə mz 34 


Resposta: E 


05. (UFRGS-RS) Se P(x) € um polinömio de 
grau 5, então, o grau de [P(x)]> [P09]? + 2P(%) 
é: 


a) 3 d) 20 
b) 8 e) 30 
c) 15 

Resoluçüo 

gr(P)=5 


gr IPO) =5-3=15 

gr [P(x)F=5:2=10 

gr [2P(x)]=5 

Temos então três polinômios de graus diferentes. 


Logo, para gr {[P(x)}P+ [P(x)P + 2P(x)) o grau será 
o do polinômio de maior grau , ou seja, 15. 


Resposta: C 
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4.1. Definição 

Dizemos que dois polinômios A(x) e B(x) 
são idênticos quando os valores numéricos 
de A(x) e de B(x) são iguais para todo x e C. 
Indicamos: A(x) = B(x) (identidade) 


Temos então que: 
A(x) =B(x) & A(x) = B(x), x x e C 

4.2.Reconhecimento 
Sejam: 

Alx)=a x" +a x" +...+a,x" daxl daş 
e 

B(x) = b,x? +b, 4x?" +...+ b,x? + byx! “b, 
Para que A(x) =B(x), devemos ter: 


n n-1 2 1 ə 
ax +a, 4X +... +açx max +a = 


n n-1 2 1 
=b x" +b ax +..+b,x+b;x Eb), 


para X xEC 


(an - ba x" (azı -bpa X +... 
4(az - b, )x? + (ai - b) )x4. (aş -bp ) z 0,x£ xe C 


Assim, o polinömio deve ser identicamente 
nulo, ou sefa: 


a,-b,=0;a,,-b,,=0;...;a,-b,=0; 
a, -b, “0eaş-b, “0 


Entao: 


öm a eba sig; 
-—- a, = b,,a, = b; e a = bo 


Isto é: 


Dois polinômios serão idênticos quando ti- 
verem os coeficientes respectivamente 
iguais. 
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Exemplo 


Calcular a, b e c para que os polinômios 
sejam idênticos: 


P(x) = ax” +(b+1)x? +(c-2)x-5 


M(x) =3x° +4x-5 


Resolução 
Devemos ter: 


ax” +(b+1)x? +0x? +(c-2)x-5 = 
= 0x4 +3x? +0x? +4x-5 


para X xe C. 


Assim: 
a=0;b+1 =3ec-2=4 
ou seja:a=0;b=2ec=6 


5.1. Definição 


Dados dois polinômios: 


A(x)=ax" +aç gp” +...+ aX? ax Faş 
e 
B(x) — b,x? +b, x"! +..+b;x]+b;x! +bo, 
chamamos de soma de A e B, o único 
polinômio S, tal que S(x) = A(x) +B (x). 
Este polinômio é: 
S(x) z (aş +b)x" +(a 4 +by )x" +...+ 
“(aş “bə )x? “(ai “-b) )x (ap +bo) 
Exemplo 
Dados os polinômios (x) “ x2-3x42 e 
B(x) = x$ — 3x2 + 4x + 1, obter o polinômio 
S(x), tal que S(x) = A(x) + B(x). 
Resolução 
Observemos que: 
A(x)=0x)+x2-3x+2 e 
B6)=x)-3x2+4x+1 
S(x) = (0 +1)x?+ (1 -3)x?+ (-3 +4)x+ (2+1) 
Assim: S(x) =x- 2x? +x+3 
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Sendo A, Be C três polinômios quaisquer, 
são válidas as seguintes propriedades: 


13) A+B=B+A (comutativa) 
23) A+(B+C)=(A+B)+C (associativa) 
38) A+0= A (elementoneutro) 
O indica o polinômionulo. 
48) A 4(-A) =0 (elementooposto) 
Observação — A partir da quarta proprie- 
dade, podemos definir a diferença entre dois 
polinômios A — B como sendo a adição de A 
com o oposto de B. 
A(x)-B(x)= A(x)--T-B(x)) 
Exemplo 
Dados os polinômios P,(x) “ 3x5-2x-1e 
P(x)=x!+x2+3x+ 5, obter P,(x) — P,(x) 
Resolução 
P(x) -P (x) = (3x5— 2x — 1) — (x! + x2 +3x +5) 
Assim: 
P(x) - P, (x) = -x4 +30 - x2- 5x — 6 


5.3. Considerações sobre o Grau 


Sendo A e B dois polinômios quaisquer, 
temos: 


1)SeGa Gp, 0 grau de A +B ou de A -B 
ou de B — A é o maior grau entre os dois 
polinômios A eB. 

Exemplo 

Sendo A(x)=3x2+2x+1 e 

B(x) =x? +x- 3, temos: 

A(x) + B(x) = x54.3x243x-2 

Ga =2 e G,=35G4p=3 

2°) Se GA” Gy o polinômio A + B pode ser 
identicamente nulo (grau não definido) ou 
apresentar grau menor ou igual ao grau dos 
polinômios A e B (o mesmo pode ser afirma- 
dode A-B eB-A). 

Exemplo 

Sendo A (x) =x? +3x?-x+1e 

B(x) =x? + 3x? +2x-3 


A(x) + B(x) =2x? + 6x? +x-2 


50 
A(x) — B(x) = -3x + 4 
“Cu nei 

6.1. Definição 


Dados dois polinômios: 


Ab)=ax" +a 1X"! +..raçxº Haq xaş € 

B(x) = bax" “bux” +...+b,x? +byx “bo, 
chamamos de produto de A e B o ünico 

polinômio P, tal que P(x) = A(x) B(x). 

Este polinömio € obtido multiplicando 
cada termo de A por todos os termos de B, 
isto é: 

P(x) = (abu )x"”" (aşbazı +a aba x T+... 
+(ajbo +agb; )x + (agbo) 

Exemplo 


Dados os polinômios A(x) = x? — 3x + 2 e 
B(x) = x? — 3x? + 3, obter o polinômio P(x), tal 


que P(x) = A(x): B(x). 
Resolução 
P(x) - x? pe —3x? +3) - 3x(x? -3x? +3) + 
+2(x° -3x? +3) 
P(x)=x" -3x“ 4-3x? -3x* +9xº -9x + 
+2x° — 6x? +6 
P(x)= x? 6x! +11xº -3x? -9x +6 
6.2. Propriedades 


Sendo A, B e C três polinômios quaisquer, 
são válidas as seguintes propriedades: 


13) A-B=B-A (comutativa) 
23) A(B-C)=(A-B)-C (associativa) 
32) A(B+C)=A-B+A-C (distributiva) 
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6.3. Considerações sobre o Grau 

Sendo A e B dois polinômios não-nulos, o 
grau do produto A - B é a soma dos graus dos 
polinômios A eB. 

Gas =G; +Gs 

No caso de um dos polinômios A ou B ser 
identicamente nulo, o produto A - B é 
identicamente nulo (o grau não é definido). 

Exemplo 


Ga=5e6G,=3>56G4p=8 


11.Definição 

Dados dois polinômios, A(x) e B(x), Bnão- 
nulo, existe um único par de polinômios Q (x) 
e R(x) em que se verificam as condições: 

1º) A (x) = B(x) Q(x) + R(x) 

23) Gr < G; ou R(x)=0 


A(x)| B(x) 
RO) QW) 
Os polinômios A e B são chamados de di- 


videndo e divisor e os polinômios Q e R são o 
quociente e o resto. 


Quando R(x) = 0, dizemos que a divisão é 
exata, ou que A(x) é divisível por B(x). 


1.2.0 Método da Chave 

Dividir o polinômio A(x) pelo polinômio 
B(x), não-nulo, significa determinar o quoci- 
ente Q(x) e o resto R(x). 

Vamos dividir, por exemplo, o polinômio 
A(x)=2xº-8x2+7x— 5 por B(x)=x2- 2x + 3, 
pelo método da chave. 

1º etapa 

Dividimos inicialmente 2xº por x?, encon- 
trando 2x. 


2x8 -8x2 +7x-5 |X -2x+3 
2x 
2º etapa 
Multiplicamos 2x por x? — 2x + 3 e vemos 
“quanto falta para 2xº — 8x? + 7x — 5”, isto é, 
subtraímos: 
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2x — 4x2 + 6x de 2x5 — 8x2 + 7x — 5. 


2x3- 8x2 +7x-5 |X-2x+3 
—2x3 + 4x? — 6x 2x 
4X +x—5 
33 etapa 
Enquanto o grau do resto for maior ou igual 
ao grau do divisor, continuamos a divisão. 
Dividimos então — 4x2 por x?, encontrando — 4. 


2x5-8x24.7x-51x7-2x43 
—2x$ + 4x? — 6x 2x—4 
4x2 +x—5 
4º etapa 
Multiplicamos — 4 por x? — 2x + 3 e vemos 
“quanto falta para — 4x2 + x — 5”. 


2x3 -8x2 +7x-5 |x -2x+3 
—2x$ + 4x? — 6x 2x-—4 
4x2 +x—5 
+4x2 — 8x +12 
—/x+7 


Nesse ponto terminamos a divisão, pois o 
grau de -7x +7 é menor que o grau do divisor. 

Portanto, temos: 

Quociente = Q(x) = 2x — 4 

Resto = R(x) =— 7x +7 


13. Considerações sobre o Grau 

Sendo A e B dois polinômios não-nulos, o 
grau do quociente Q(x) é a diferença entre os 
graus dos polinômios A e B, e o resto, se não 
for nulo, terá grau menor que o grau de B(x). 


1.4. 0 Método de Descartes 

Vamos dividir, por exemplo, o polinômio 
A(x)=2x-8x2+7x-5 por B(x) =x? -2x + 3 
pelo método de Descartes, também conhecido 
como método dos coeficientes a determinar. 

1º etapa 

Estimamos quem serão o quociente Q(x) e o 
resto R(x) da divisão, lembrando que 
Go=Ga-Gp=1,e, seo restonão fornulo, Gp <Gp. 
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Assim: 

Q(x)=ax+beR(x)=cx+d 

2º etapa 

Como A (x) = B(x)-Q(x) + R(x) , temos: 
2x* -8x2 +7x-5= 

= pe -2x+3)-(ax+b) +ex+d 

2x? — 8x? +7x-5= ax? +(-2a +b) + 
+(3a-2b)x+3b+cx+d 

ou seja: 

2x — 8x? +7x -5 = ax? +(-2a + b)x’ + 
+(3a-2b+c)x+(3b+d) 

33 etapa 


Estabelecemos a igualdade dos coeficien- 
tes dos termos correspondentes. 


a=2 
-2a +b=-8 
3a-2b+c=7 
3b+d=-5 
4º etapa 
Resolvemos o sistema e encontramos 
a=2;b=-4; c=-7ed=7. 
Então: Q(x) = 2x — 4 e R(x) =—7x +7 


Exercícios Resolvidos 

01. (UFG-GO) Na divisão do polinômio 

P(x) = ax? + bx? + cx + d pelo polinômio 

D(x) = x? + 1 encontra-se para quociente o 
polinômio Q(x) =2x — 1 e para resto o 
polinômio R(x) = — x + 1. Então, P(x) é o 
polinômio: 

a) 2 -x2+x+1 

b) 2xº-x2+1 

o) 2x5-x2-x41 

d) 2x)-x2+x 

Resolução 


x2+1 
2x-1 


ax? +bx2+cx+d 
-x+1 


ax? + bx? + cx + d= (2x—1)(x2+1)+ (=x + 1) 
ax? + bx? + cx +d=2x?+2x-x?—-1-x+1 


ax? + bx? + cx +d =2x3-x? +x 


a=2 
=-] 
Logo: |c=1 Portanto, P(x) = 2x? — x? + x 
d=0 
Resposta: D 


02. Dados os polinômios 


P(x) = 2x5 — 32x? + 43x? — 40x + 20 e 
D(x)=x?+4x-3, efetuar a operação P(x) + D(x). 
Resolução 


2x? — 32x + 43x? — 40x +20 |x2+4x—3 
— 2x? — 8x! + 6x? 2x? — 8x? +6x-5 
— 82º — 26x + 43x? — 40x + 20 quociente 
8x! + 32x3 — 24x? 
6x3 + 19x? — 40x + 20 
— 6x? — 24x? + 18x 

— 5x? — 22x + 20 

5x? + 20x — 15 

—2x+5 — resto 


03. (ITA-SP) Os valores de o, $ e y que tor- 
nam o polinômio P(x) = 4x5 + 2x! — 2x3 + ax? + 
+ Px + y divisível por Q(x) = 2x + x? -2x + 1 
satisfazem as desigualdades: 


a) a> Boy d) p> y? o, 
b) «>y>B e) yx os b 
o) B>a>y 
Resolução 


495 +48 23 + 03224 Bx + 
4 — At + 4x3 — 2x? 


Zé 4: (0-2) x?“ bx cy 


26 - x? +2x—1 
(o —3) x? +(B+2)x+(y-1) 
Como P(x) deve ser divisível por Q(x), temos: 
(a-3)x2 + (B+2)x+(y-1)=0= 
0-3-0 o-3 
B+2=0 5.8--2 
Y-1=0 
Assim, «> y>ß 


2x? +x? —2x+1 


2x? +1 


y=l 


Resposta: B 
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8.1. Cálculo do Resto 

Na divisão de um polinômio P(x) por (x-a) 
observamos que o resto, se não for nulo, terá 
grau zero, isto é, será sempre um número real 
r. Então: 


P(x) z (x-a)-Q(x)-r 

em que Q(x) € o quociente dessa divisão. 
Calculando o valor numerico de P(x) para x “a, 
temos: 

P(a) = (a-a)-Q(a)+r 

Logo, P(a) “r 

Verificamos, assim, que: 


Oresto da divisão de P(x) por (x-a ) erz P(a). 


Exemplos 

1º) Calcular o resto da divisão de 
P(x)=x!-3x2+2x— 1 por x-2. 
Resolução 
r=P(2)=16-3:4+2:2-1 
Assim, r=7 

2º) Calcular o resto da divisão de 
P(x) =x! + 2x? +3x2 — 6 por x + 2 
Resolução 
x+2=x—(-2) 
Então: r = P(-2) 
re (D+ ADP + 3(-2 - 6 
r=6 


8.2. Teorema de D'Alembert 

Para que um polinômio seja divisível por 
(x — a), é preciso que o resto seja igual a zero, 
ou seja, P(a) = O 


P(x) é divisível por (x — a) « P(a) “0 


Essa propriedade € conhecida como 
teorema de D'Alembert, [Jean Le Rond 
D”Alembert (1717-1783)1 
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Exemplo 

Determine k para que o polinömio 
P(y)=kx?+2x2+4x—2 seja divisível por (x+3). 
Resolução 

Devemos ter: P(-3) = 0 

Assim: 

k(-33+2(-3)2+4(-3)-2=0 


Então k = 53 
27 


8.3. Algoritmo de Briot-Ruffini 

Dividindo um polinômio P(x) = ax” + 
+a, x l+..+a,x2?+a;x+ a) pelo binômio 
(x — a), o quociente será um polinômio Q(x)= 
= Qu! + qa əx? +... + qX? + qix + q; tal 
que: 

P(x) z (x-a)-Q(x)-r 

Assim: 
ayax” +ap ax"! +... tax Haix ap E 


m (x ga de daq əx” ++ qəx? +qıx+qo) 


Ou então: 

n n-1 2 = 
apx” +a X" +..+a,x +ax+ag = 
= n n-1 
Eae +(qn-2 mada) +...+ 


“(qi -aqo)x? “(qo -aq1)x +r -aqo 


E, daí, obtemos: 
qn-1 == an 
qn-2 7 aqn-1 = anı P qn-2 — Aqn-1 tan- 
qı 74aq2 “a, > qı “aqa, 
qo “aqı za, > qo =aqı Fa, 
r-aqo = do > r= ado Taş 
Esses calculos podem ser efetuados apli- 


cando-se o seguinte esquema, conhecido como 
dispositivo de Briot-Ruffini. 
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$ Sn hq = Aqata, Pta Mp Um 
O Jum Jn-2 q2 qı Resto 
Exemplos 5° passo: 
1°) Calcular o quociente e o resto da divisão 
de 3x? — 2x? + 5x - 7 por x - 2 3 -2 5 Rá 
Resolução 2 3 4 13 19, 
1° passo: Coeficientes do Resto 
quociente 
| 3 -2 5 =7 Assim: Q(x) = 3x? + 4x + 13 e R(x) = 19 
2 | A dd primao 2º) Dividir P(x) = 3x!+ 8x3 -20x— 21 por (x+ 1) 
2º passo: Resolução 
55 @®--- 3 8&8 0 20 21 
| 3 m E g 1/13 5 -5 15 -6 
: | © : Q(x) = 3x? + 5x? — 5x — 15 Resto = —6 
o 3º) Dado P(x) - 5 xt -9x8 +2x2 -5x - 11, calcu- 
5. ! lar P(3). 
3º passo Resolução 
sə. Qabaq Como P(3) é o resto na divisão de P(x) por 
y (x-3), temos: 
U a a 5 = 
T 
2 | 3 Da 105. y a si 
Q | 3) 5 6 20 55 15 
.” Q(x) = 5x? + 6x? + 20x + 55 Resto = 154 
passe Assim, P(3) = 154 
i QU” —— v 4º) Determine k para que P(x)=xº)+x2+kx—5 
i | — 5 -7 seja divisível por x — 2. 
2 | 3 4 də 19 Resolução 
o Devemos ter resto = 0 na divisão de P(x) 
25 por (x — 2). Então: 
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— 
iə) 


0 1 k —o 
2 1 2 4 9 18+k 31+2k 


Quociente Resto 


Como o resto é zero, então: 


31+2k=0=>k=-% 15,5 
+K=-15,5 


e Briot-Ruffini para o binômio ax+ b (a 0, 
bz06eaz1) 
P(x) = (ax +b) : Q (x) kr 


pog=a(x+2) - Q(x) kr 


P(x) = (+) "a Q(x) ET 

Fazendo Q, (x) = a - Q(x), temos: 

Po) = [x + x) “Qıf) ar 

Assim, aplicando o dispositivo de Briot- 
Ruffini para [x + A) obtemos Q/(x) e r, em 
que r também é o resto na divisão por (ax + b) e 
Ri Q,(x) € o quociente na divisão por (ax + b) 


Exemplo 
Dividir P(x)=2xº-4x2+6x—2 por (2x-1). 
Resolução 


Q(x) R(x) 


Assim: 


QU = 5 - Qi) = (22 -3x+ 5) 


Q(x) “x 2 x+ eR(x) “7 
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01. Efetuar, utilizando o dispositivo prá- 
tico de Briot-Ruffini, a divisão do polinômio 
P(x) = 2x! + 4x? — 7x? + 12 por D(x) = (x-1). 


Resolução 


ıl 4 € 0 2 
2 6 € Syd 
Assim, temos: 


Quociente: Q(x) = 2x5 + 6x2 -x—1 
Resto: R(x) = 11 


02. Obter o quociente e o resto da divisão 
de P(x) = 2x) — x? — 4x + 6 por (x +2). 
Resolução 
212 0 1 0 4 6 
[2 4 7 -42 
Assim, temos: 
Quociente: Q(x) = 2x4 — 4x3 + 7x2 — 14x + 24 
Resto: R(x) = — 42 


Ha 
A 
N 
A 


03. Qual o resto da divisão de P(x)=x® -x-1 
por (x-1)? 

Resolução 

R P(1) - 10-1-1--1 


04. (PUC-MG) O polinômio P(x)=x* 
—kxº+5x2+5x+2k é divisível por x-1. Então, o 
valor dek é: 


a) -11 

b) -1/3 

c) 1/5 

d) 9 

Resoluçüo 

P(x) = xt — kx? + 5x2 + 5x + 2k 
P(x) divisível por (x — 1): P(1)=0 
14-k:72+5:12+5:1+2k=0 
1-k+5+5+2k=0 

2“ ke-11 

Resposta: A 
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Consideremos um polinômio P(x) com 
grau maior ou igual a dois, que, dividido por 
(x-a)e por (x — b) apresenta restos iguais a r4 
e r,, respectivamente. 

Vamos calcular o resto na divisão de P(x) 
por (x-a): (x-b). 

Como os restos na divisão de P(x) por (x-a) 
e por (x — b) são r er,, respectivamente, temos: 

P(a) =r; e P(b) “r, 

O resto na divisão de P(x) por (x-a) : (x- b) 
é um polinômio R(x) = mx +n de grau no máxi- 
mo igual a 1, já que o divisor tem grau 2. Assim: 

P(x)= (x-a): (x-b):Q(x)+mx+n 

Como P(a) “r, e P(b) = r, temos: 

P(a)=(a-a)(a-b)-Q(a)+m -a+n=r, 


ma+n=r, 


P(b)=(b-a)(b-b)-Q(b)+m-b+n=r, 


m-b+n=r, 


Resolvendo o sistema 


— 


m-b+n=r, 


encontramos 
0 un ar, — br, 
a-b a-b 
Assim:  R(x) = E m k {2 E ) 
a-b a-b 
Observações 


1°) Se P(x) for divisível por (x—a) e por (x- b), 
temos: 
P(a)=0 =r,=0 
P(b)=0 > r,z0 


0-0 a-0-b-0 
Então, R(x) = + 
ntão, R(x) (= E ) 


ou seja: R(x)=0 

Assim, P(x) é divisível por (x —a) : (x -b) 
2º) Do mesmo modo, podemos provar que, se 

P(x) é divisível por n fatores distintos 

(x-a), x-a), ..., (x-a), então P(x) € divi- 

sivel pelo produto (x—a,): (x-a,), ... xan). 

Exemplos 
1º) Verificar se o polinômio P(x) =xº —- 4xX2+ 4x —1 

é divisível por B(x)=x?— 1 

Resolução 

Sabemos queB(x)=x2-1=(x+1)(x—1); para 
que P(x) seja divisível por B(x) é necessário que 
P(x) seja divisível por (x+ 1) e por (x — 1); então 
devemos ter P(1)=0e P(-1)=0. 

P(1)=13-4-12+ 4:1-1=0 

z. P(x) divisível por (x —1) 

P(-1) =(13-4-(12+4(-1)-1 

P(-1) = —10 

=. P(x) não € divisível por (x + 1). 

Logo, P(x) não é divisível por B(x). 
2º) Calcule a eb para que P(x)=xº+2x2+ax+b 

seja divisível por (x— 1) : (x — 2). 

Resolução 

P(x) deve ser divisível por (x— 1) e por (x-2). 
Então: 

P(1)=18+2.12+a-1+b=0 

carb=-3 

P(2)=23+2.22+a:2+b=0 

“«2a+b=-16 

Resolvendo o sistema 


a+b=-3 
2a+b=-16 


encontramos a=-13eb=10 
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3º) Se um polinômio P(x) dividido por (x— 1) 
dá resto 2 e dividido por (x — 2) dá resto 1, 
qual é o resto na divisão de P(x) pelo pro- 
duto (x — 1): (x-2)? 

Resolução 
P(1)-2 e P(2)e1 
Oresto na divisão de P(x) por (x—1):(x-2) 

é um polinômio R(x) = ax + b, pois se o divisor 

tem grau 2, o resto, no máximo, terá grau 1. 
Assim: 


P6)=(x-1D-(x-2):Q6)+tax+b 
P(D=1-D(1-2)-QD)+a-1+b=2 
«a+b=2 
P(2)=(2-D)(2-2)-0(2)+a-2+b=1 
nx 2a+b=1 

Resolvendo o sistema 

a+b=2 

57 


encontramosa-—1eb-3. 
Assim: R(x) = —x +3. 


Consideremos um polinômio P(x) divisível 
por B(x) = (x — a) : (x — b), e que o quociente na 
divisão de P(x) por B(x) € um polinômio Q(x). 

Assim: 


Q: (x) 


—— 


P(x) = (x— a) (x =- b) : Q(x) 


P(x) € divisível por (x — a) e o quociente na 
divisão de P(x) por (x— a) € Q, (x) = (x-b) Q(x). 

Então Q,(x) é divisível por (x — b) e o quo- 
ciente na divisão de Q,(x) por (x — b) € Q(x). 
Portanto, Q(x) é o quociente na divisão de P(x) 
por (x-a): (x-—b). 
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Esquematicamente: 


P(x)| x-a 
0 Q(x 


Pt) 166-a)x-b) . 
— Qı6oİx-b 


0 Qx) 


Reciprocamente, temos: 

Se P(x) € divisivel por (x — a) e o quociente 
Q,(x), da divisão de P(x) por (x — a) é divisível 
por (x—b), então concluímos que P(x) é divisível 
pelo produto (x— a) : (x—b). Além disso, o quoci- 
ente na divisão de P(x) por (x—a) (x—b) é igual ao 
quociente na divisão de Q,(x) por (x— b). 


P(x)| x-a ) 
0 Q% 
. 79 (x — a)(x - b) 
Qı6olx-b 5 
0 QK) 
Observaçöes 


1º) Podemos efetuar essas divisões sucessi- 

vas com auxílio do dispositivo de Briot- 

Ruffini. 

Exemplo 

Verificar se P(x) =x? +2x?-— 13x + 10 € divi- 
sivel por (x —1) (x — 2). 

Resoluçao 

Dividimos sucessivamente P(x) por (x— 1) 
e o quociente encontrado por (x — 2). 
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Como P(x) é divisível por (x— 1) e o quoci- 02. Determine a e b de modo que o 
ente nesta divisão é divisível por (x — 2), con- polinômio P(x) = x? + ax + b seja divisível por 
cluímos que P(x) é divisível por (x-1) :(x-2). (x —-1)2. 


2º) No caso particular, se b = a, as divisões Resolução 
sucessivas permitem verificar se P(x) é di- 1 1 0 E b 
visível por (x — a)?, (x — a)5, etc. 
Exemplo 1 1 1 æl a+b+1 
Calcular a e b para que 1 2 a+3 
P(x)=x!+x2+ax +b seja divisível por (x— 1)2. 
Resolução Ro =0 
Dividimos P(x) por (x — 1), e o quociente a+3=0 
encontrado também dividimos por (x — 1). RR e 
Os restos nas duas divisões devem ser nulos. “5.5 
03. (UFSC) Um polinômio P(x) dividido 
1 0 1 a b por (x + 1) dá resto 3 e por (x — 2) dá resto 6. O 
1 1 1 2 a42 | SAD resto da divisão de P(x) pelo produto (x+ 1) - (x 


— 2) € da forma ax + b, coma, be R. Obter o 


II 1 2 4 | a+6 valor numérico da expressão a + b. 


Resolução 
Devemos ter: 
P(x) (xx1) >r=P (1) ə P(-1)-3 
.... P(x)- (x-2) ər- P(2) ə P(2)-6 
a+2+b=0 
Resolvendo o sistema, encontramos: P(x) İ œ (x-2) 
a=-6eb=4 Q(x) 
Exercícios Resolvidos R(x)=ax + b 
Usuc no. AOAO 
=xº-8x+mx-—n seja divisível por (x + 1)(x— 2), P C1)=3 > -a+b=3 
o produto m -n deve ser igual a: P (2)=6 = 2a+b=6 
a) -8 d) 8 alı e b=4 
b) 10 e)-6 a+b=5 
c) — 10 
Resolução 


Condição: P(-1)=0e P(2) -0 
P-D=(1P--D+m(-1)-n=0>m+n=7 
P)=(0P-K)+m(2)-n=0>2m-n=8 |> 

>m=5en=2:.mn=10 


Resposta: B 
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Equações Algébricas 


Achar as soluções de equações polinomiais 
foi um dos grandes desafios da Algebra 
Clássica. 


As primeiras contribuições vieram com o 
matemático árabe AL-Khowarizmi no século 
IX, com importantes conclusões sobre a 
resolução de equações de 1º e 2º graus. 


Em seus trabalhos, Al-Khowarizmi usou 
pela primeira vez o termo “álgebra”, que sig- 
nifica “trocar de membro” um termo de uma 
equação. 

Porém, sóno século XVI, no Renascimento, 
é que os matemáticos italianos Girolano 
Cardano (1501-1576), Niccolo Tartaglia 
(1500-1557) e Ludovico Ferrari (1522-1565) 
começaram a propor fórmulas para resolver 
equações de 3º e 4º graus. No entanto, a reso- 
lução de equações de grau superior ao 4º ain- 
da continua sendo um grande desafio. 

Em 1798, em sua tese de doutoramento, o 
matemático alemão Carl Friedrich Gauss 
(1777-1855) demonstrou que “toda equação 
de grau n (n e Nº) admite pelo menos uma 
raiz complexa”, o que ficou conhecido como o 
Teorema Fundamental da Álgebra. 


Em 1824, o matemático norueguês Niels 
Henrik Abel (1802-1829) demonstrou que uma 
equação do 5º grau não poderia ser resolvida 
através de fórmulas envolvendo radicais. 


Em 1829, o jovem matemático francês 
Évariste Galois (1811-1832) demonstrou que 
a impossibilidade descoberta por Abel se es- 
tendia a todas as equações polinomiais de 
grau maior que o 4º. 


As descobertas de Abel e Galois não signi- 
ficam, no entanto, que nunca poderemos co- 
nhecer as raízes de uma equação de grau mai- 
or que o 4º. Existem teoremas gerais que, asso- 
ciados a condições particulares, permitem que 
descubramos soluções de equações deste tipo. 
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Denominamos equação polinomial ou 
equação algébrica de grau n, na variável 
x € C, toda equação que pode ser reduzida a 
forma: 

aox” ayx””” dolaş axa, =0 

em que: 

an ,aa-ı /... yaz ,aq € ao são números com- 
plexos chamados coeficientes. 


Exemplos 

19) 3x-2=0 € uma equação algébrica de 1º 
grau. 

29) 5xº— 3x +1 = 0 é uma equação algébrica 
de 3º grau. 

39) 45x7 +ix+1=0 é uma equação algé- 
brica de 5º grau. 


Chamamos de raiz ou zero de uma equa- 
ção polinomial P(x) = 0 todo número comple- 
xo o, tal que P(ox) = 0. 

o, € raiz de P(x) 0 cə P(0)=0 


Exemplo 

1 é raiz da equação x? — 3x? + 3x- 1 “0, 
pois 1º-3-:12+3:1+1=0 

Conjunto solução de uma equação 


polinomial é o conjunto formado por todas 
as raízes da equação. 


Resolver uma equação é obter o seu con- 
junto verdade. 


Exemplos 

1º) Resolver a equação x? — 4x2 + 3x = 0 
Resolução 

x 4x? + 3x =0 >x (xX -4x+3)=0 


Equações Algébricas 


Entao: 

x=0 

ou 

x2-4x+3=0=>x=3 ou x=1 
Assim: 

S=(0,1,3) (conjunto solução). 


2º) Resolver a equação: 
x+x2-3x-3=0 


Resolução 
x2(x+1)-3(x+1)=0 
(x “1)/x” -3) =0 


x+1=0>5x=-1 
ou 


x”-3-0— x? -3 o x 4,3 


Assim: S= [-1+4/3,43| (conjunto solução) 


36) Resolver a equação x? +2x? +2x = 0 em C. 
Resolução 

x 42x742x-0 cə xİx? +2x+2) =0 

x(x? +2x+2) =0 6 
&x=0o0ux?’+2x+2=0 

De x? +2x+2 = 0, vem: 


A=4-8=4= 4i? 
— “2:21 


x > x=-I+ioux=-1-i 


Portanto: 

x)+2x2+2x=0=x=00oux=-1+i ou 
xe—1-i 

Ou seja, o conjunto solução da equação é 

S= {0, -1 +i,-1-i} 


Dizemos que duas equações são equiva- 
lentes em U quando os seus conjuntos solu- 
ções em U são iguais. 


Equações Algébricas 


Em uma equação algébrica de grau n, po- 
demos ter, entre as suas n raízes, m raízes 
iguais entre si. Quando m raízes são iguais a 
um mesmo número o, dizemos que O é raiz 
de multiplicidade m da equação. 


Observações 

1º) Quando o é uma raiz de multiplicidade 
m de uma equação P(x) = 0, P(x) é divisível 
por (x — oz)" e não é divisível por (x — ogm+1 


2º) Quando q é raiz de multiplicidade 1 de 
uma equação P(x) = 0, dizemos que o: € uma 
raiz simples de P(x) = 0 


Exemplo 

Verificar qual a multiplicidade da raiz 2 
na equação xf — 4xº + 16x — 16 = 0. Resolver a 
equação. 

Resolução 

Dividindo P(x) = x! — 4x? + 16x — 16 por 
(x — 2), temos: 


— 0 


16 -16 


2 


Assim: 

P(x) = (x —2) (x? -2x72- 4x + 8) 

Dividindo Q,(x) = x? — 2x? — 4x + 8 por 
(x — 2), temos: 


Assim: P(x) = (x -2) (x-2) : (x?—4) 
Como x?- 4 € (x + 2) (x —2), temos: 
P(x) = (x-2): (x+2) 
Então, 2 é raiz tripla (multiplicidade 3) da 
equação P(x) = 0. 
O conjunto solução da equação é: 
S={2,-2} 
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Quando 1 é raiz? 14 m 

Sabemos que, num polinômio P(x), o va- 842 
lor de P(1) € igual a soma dos coeficientes de 
P(x), o que nos permite concluir: 


4m x -9 

Numa equação P(x) =, sea soma dos coe- 
ficientes de P(x) for nula, 1 é raiz da equação. m=- 9 

Exemplo E 

02. (FGV-SP) Na equação: 

x! + px3 + px? + px + p = 0, sabendo-se que 
1 é raiz, então: 

a) p=-1/4 

b) p=0o0up=1 


Resolver a equação: 

2x - 3x? +2x-1=0 

Resolução 

2-3+2-1=0= 1 é raiz da equação. 


Dividindo P(x)=2xº-3x2+2x—1 por (x-1), o piopi 


temos: 
d) p=1oup=-1 
= 
9 P=5 
Resolução 
Assim: P(x) = (x —1) (2xX2-x+ 1) P(D)=1+p+p+p+p=0>51+4p=0> 
Resolvendo a equação 2x? — x + 1 = 0, te- 1 
mos: p== 4 
A=1-8=-7=7i? 
1--:/7i 03. (PUC-SP) A 41:77 da raiz 
= Xo” 1 da equação x? — x? -3x2 + 5x -2 = 0 é: 
4 
a) 1 
Assim: S=41, 1+7 1-Vi .. 
4 4 c) 3 
d) 4 
Exercícios Resolvidos e) 5 
Resoluçüo 
01. Calcule m de modo que o nümero 1 xt- x3 —-3x245x-2-0 
2 
seja raiz da equação: 1 143 54 
x -4x + mx+2=0 111 0 3 210 
Resoluçüo 1 11 2 | 0 
1 
Se — é raiz da equação, temos: 1 IL. | 0 
é 320 
1 + 
x -4x +mx+2=0 
B q 1 ) da a Logo, 1 é raiz de multiplicidade 3. 
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04. (PUC-SP) No universo C, a equaçao 


x+1 0 0 
-2 x 0 1-—2 
1 -1 x-2 
admite: 


a) três raízes racionais. 

b) duas raízes não reais. 

c) duas raízes irracionais. 

d) uma única raiz não inteira. 
e) uma única raiz positiva. 


Resolução 
x+1 0 0 
-2 x 0 1-—2 
1 -—l x-2 


(x+1):x:(x-2)=-2 
x)-x2-2x+2=0 

Fatorando: x? : (x—1)-2:(x—1)-0 
(x-1) (x? -2)-0 
x-1=00ux?-2=0 
x=10ux=20ux=-42 

S -İ-V2,142) 


Resposta: C 


05. (UFES) Se f é um polinômio tal que a 
soma de seus coeficientes é zero, então: 


a) f(0)=0 

b) fé divisível por x-1 

c) fé divisível por x-2 

d) f é identicamente nulo 
e) fnão possui raízes reais 
Resolução 


Se a soma dos coeficientes é zero, então o polinômio 
anula-se para x=1. Assim sendo, o número real 1 é 
raiz do polinômio. Portanto, pelo teorema de 
D'Alembert, o polinômio é divisível por (x— 1). 

Resposta: B 


Equações Algébricas 


4.1. Teorema Fundamental da Álgebra 
Toda equação polinomial de grau n, n x1, 
admite pelo menos uma raiz complexa. 


4.2. Teorema da Decomposição 

Admitamos que o, é uma raiz da equação 
de graun, (n 2 1): 

P(x) ax” dax" +..+a, yx+a,=0 

Dividindo P(x) por (x — q), encontramos 
um quociente Q,(x) e resto R, = P(oq) = O 

Então: 


P) = (x — 04) : Q(x) 


Q, (x) tem graun-1e,sen-121,a 
equação Q, (x) = 0 possui pelo menos uma 
raiz oz. Dividindo Q,(x) por (x — oz), encontra- 
mos um quociente Q,(x) e resto R, = Q, (oz) “0. 


Entao: 


Q. 6o) = (x — o) : Q(x) 


Ou seja: 


P(x) = (x — oq) (x o) + Q(x) 


Prosseguindo nesse raciocinio, chegare- 
mos, apös um nümero finito de divisöes, a 
um polinômio constante Q, (x) = R, tal que: 

P(x) — (x-ot: ):(x-0t2):.. (x- o): QA (x) 

Atraves da identidade: 

(x-1) (x-3). (x- 0n) k= 


=aX" +...+a əx? +a yx+a,, é fácil 


percebermos que k= a, 
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Então: 


Todo polinômio P(x) de grau n pode ser 
escrito na forma fatorada: 


P(x)=ag(x-04)-(x—-0,)-...(x— on), 
onde a, é o coeficiente de x” no polinômio 
P(x), e oz, O», ..., O, São as n raízes de P(x). 


Observações 


1º) Toda equação polinomial de grau n admi- 
ten raízes (reais ou imaginárias). 


2º) Quando conhecemos uma raiz o: da equa- 
ção P(x) = 0, dividindo P(x) por (x — oz) en- 
contramos o quociente Q(x), tal que: 
P(x) = (x — oz) Q(x) 
Então: 
P(x) z 0 ə (x-a) Q(x)=0 cə (x z or ou Q(x)=0) 
Assim, as demais raízes de P(x) = O tam- 
bém são raízes da equação Q(x) = 0. 
Como o grau de Q(x) € uma unidade me- 


nor que o grau de P(x) = 0, dizemos que abai- 
xamos o grau da equação. 


Exemplos 

1º) Dada a equação 2x) — 3x2 — 11x + 6 = 0: 
a) verificar que 3 é uma de suas raízes; 
b) obter as suas demais raízes; 
c) escrever esta equação na forma fatorada. 


Resolução 
a) Sendo P(x) = 2x5-3x2-11x46-0 
P(3)-2:35-3.-32-11-346 
P(3) -54-27-3346-0 
Logo, 3 é raiz de P(x) = 0 
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b) Como 3 € raiz, podemos dividir P(x) 
por (x — 3), encontrando resto nulo. 


Assim: 

P(x) = (x - 3) (2x? + 3x -2) 

As demais raízes de P(x) = 0 são as raízes 
de 2x? + 3x - 2 = 0, que são: 


8549316 _ 3+5 


4 4 


5. 
2 


Entao, as demais raizes da equaçao sao 
-2e 15 
2 
c) A forma fatorada de P(x) é: 


P(x) = 2(x -3)(x -2(x E 5) 


2º) Resolver a equação x? — 3x? + 4x-2 =0, 
em C, sabendo que 1 é raiz. 

Resolução 

Dividindo P(x)=xº- 3x2+4x—2 por (x-1), 
temos: 


Assim: P(x) = (x —1) (x? -2x + 2) 
Fazendo x? — 2x + 2 = 0, temos: 


2+V4-8 2+2i 
x= 2 Dx= 


2 


x=1I+ioux=1-i 


Então:S=(1,1+i,1-i) 


Equações Algébricas 


3°) Resolver a equação: 

2x! — 7x — 17x? +7x + 15 = 0, sabendo que 
duas de suas raízes pertencem ao conjunto 
(72, —1, 0, 1, 2). 

Resoluçao 

Vamos dividir: 

P(x)=2x!- 7x3 — 17x2-7c4-.15 por (x+2), 
(x + D, (x), (x — 1) e (x — 2), até encontrarmos 
resto zero. 


Como o resto é nulo, temos: 

P(x) = (x + 1) (2x5 — 9x? — 8x + 15) 

As outras raízes de P(x) serão as raízes de 
2x8- 9x2 -8x +15=0 

Vamos dividir: 


Q(x) = 2x? — 9x? — 8x + 15 sucessivamente 
por (x +1), x, (x-1) e (x — 2), até encontrarmos 
resto zero. 


Como o resto é nulo, temos: 

Q(x) = (x - 1) (2x? -7x -15) 
Assim: 

P(x) = (x+ 1) (x-1) (2x? - 7x- 15) 


Equações Algébricas 


As demais raízes de P(x) = 0 serão as raízes 
de 2x2 — 7x — 15 = 0, então: 


7 “494120 7+13 
x= 4 Dx= 3 


sbo 
2 


-3 
Assim: S = jan, 5, 


43. Multiplicidade das Raízes 

Conforme vimos anteriormente, em uma 
equação algébrica de graun, podemos ter, en- 
tre as suas n raízes, m raízes iguais entre si. 
Quando m raízes são iguais a um mesmo 
número a, dizemos que & é raiz de 
multiplicidade m da equação, e, na forma fa- 
torada, o fator (x — a.) aparece exatamente m 
vezes. 


o é a raiz de multiplicidade m de P(x)=0 


il 
P(x) z (x - o)" Qx) e Qœ) +0 


01. Componha uma equaçao de grau 3em 
que o coeficiente do termo de maior grau € 3, 
sabendo que 3 é raiz simples e 2 é raiz dupla. 


Resolução 

3(x — 2)? (x -3)-0 

3(x? -4x + 4) (x-3)=0 
3(x3 — 7x?  16x—12)-0 
3x3 — 21x? + 48x -36 = 0 
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02. (UEL-PR) As soluções de uma das equa- 
ções abaixo, para um valor adequado de k, 
são —2, 3 e 5. Qual é essa equação? 

a) x? +6x?-31x+k=0 
b) x+ kx? -x+36=0 

c) 2x3 +6x?-x+k=0 

d) 2x5 — 12x2-2x+k=0 
e) 2x5 — 12x? + kx+20=0 

Resolução 

ap (x +2) (x-3) (x-5)=0 

ap (x? - x-6) (x-5)=0 

agx? — 6x2 -x + 30)=0 

Para aş “ 1, temos: x? — 6x? -x + 30 = 0 

Para aş = 2, temos: 2xº — 12x? — 2x + 60 = 0 


A equação procurada está na alternativa D e o 
valor de k é 60. 


03. Sabendo-se que -2 é uma raiz dupla 
do polinômio P(x) = x? + 3x? — 4, então o con- 
junto de todos os números reais x para os 


1 
quais a expressão JP está definida é: 


a) İxeRlxz-2) 
b) İxeRixs-l) 
c) İxeRlixs1) 


d) İxeRixz-2exz1) 
e) não sei. 
Resolução 
P(x)=x3+3x2-4;—2 é raiz dupla: 


2/1 3 0 4 
-2| 1 1 20 


x-1=0>1x=1 
Temos, então: 
P(x)=(x+2)2(x—1) 
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1 
JPG) é definida para P(x) > 0 ou: 


(x+2)} : (= 1) >0, 

Como (x + 2} é positivo ou nulo, devemos ter 
x-1>00ux>1. 

Resposta: C 


04.(Fuvest-SP) As três raízes de 
9x5-31x-—10 =0 são p, qe2.0 valor dep? + q? 
é 


a) 5/9 d) 26/9 
b) 10/9 e) 31/9 
c) 20/9 
Resoluçüo 
2 9 0 —-31 -10 
18 5:0 
Então: 


9x3 — 31x — 10 = (x — 2) : (9x2 + 18x + 5). 
Assim: 


X=— 
-18+ 
9x? +18x+5=0>x= .. 


T =(-5) (1) -# 
dc da 3) 79 


Resposta: D 


I 
Qə li |a 


As relaçöes de Girard (Albert Girard, 
matematico francös, 1595-1632) söo relaçöes 
entre os coeficientes de uma equação algébri- 
ca e as raízes da mesma. 


Analisemos inicialmente essas relações 
para equações de 2º, 3º e 4º graus e, de modo 
análogo, para equações de grau n. 


Equações Algébricas 


5.1. Para Equações de 2º Grau 


Consideremos a equação: 
ax?+bx+c=0 (az 0) 
Supondo que x, e x, são raízes, temos: 


ax? +bx+c=a(x-x,)(x—-x,) 


2.03 
x —x— ex” -(xı FX2)x x: “Xə 
a a 


Assim: 


Exemplo 
Sendo x, e x, raízes dex?- 7x 8-0 


Do 


A 7 


e 
c 8 


XX =—=—=8 
0 


3.2. Para Equações de 3º Grau 
Consideremos a equação: 

ax? + bx? +cx+d=0 (a 0) 

Supondo que xı, x, e x, são raízes, temos: 


ax+bx+cx+d = a(x-x)(x-x) (x-xa) 


b c 

x54—x?”x4—x5-(xı xə xx? + 
a a a 

“İX4Xə +X41X3 “FX2X3)X—x) “Xə “Xə 

Assim: 


X1 mx? +X3 2” 


Cc 


X1X2X3 = A 


Equações Algébricas 


Exemplo 


Sendo xı, X, e x, raízes de 


3x? -7x? +8x+2=0 


-b 7 
X1 +X? +X} =— => 
a 3 
c 8 
X1X2 +X1X3 +X?2X3 = — = — 
a 3 
— 
2-.:7070:7: 


0.3. Para Equações de 4º Grau 


Consideremos a equação 

axt + bx? + cx? + dx+e=0 (a 0) 

Supondo que xı, xə, xə e x, são raízes da 
equaçao, temos: 

ax? --bx? +cx? +dx+e= 


z a(x-xı)(x-xə)(x-xs)(x-xq) 


b c d e 
xf + x? + X” + x+ = 
a a a a 


m xü +(x] Xə +X3 “X) Xə +(X1X2 +X1X; + 
2 

+X1X4 +X2X3 +X9X4g +X3X4)X^ +(X1X2X3 + 

+X1X2X4 +X1X3X4 +X2X3X4)X +X1X2X3X4 


Assim: 


b 


0 a 190 


e 
X1X2X3X4 = a 


Exemplo 


Sabendo que 2 + i é raiz da equação 
2x! — 3x — 13x2 + 37x — 15 = 0, determine as 
outras raízes. 


Resolução 


Se xi = 2 + į é uma raiz, então x, = 2 —i 
também é. (Isto será demonstrado no próxi- 
mo módulo.) 
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Xı +X3 +X3 tu =S= (24i)+ 
: 3 
4(2-i)—x3 uu.” 
: 5 
€.X3 m XA nü” 
15 
1 
= (2-:1)(2-)x, “x, =--> 
. 3 
Xs X4 5T 
— 5 — 
Como Xə +X4 mü” € Xa X, “oxu 


são raízes de 2x? +5x-3=0 
Resolvendo, temos: 


1 
x, =-3e a 


1 
Então, as outras raízes são 2 — i, -3 e 2 


3.4. Para Equações de Grau n 


Consideremos a equação de grau n (n> 1) 
ax" +ax"I+.+a, əx? Faş qxdaş “0 
Sendo xı, X» ... , xa raízes dessa equação, 


temos: 


a 
X1 +X + +tXn mü 


Exemplos 


19) Calcular o coeficiente m para que a 
equação x? + mx? — 2x + 1 € 0 admita duas 
raízes opostas. 


Resolução 
Se ox, — o, e B são as raízes, temos: 
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a+(-o0)+B=-m=>B=-m (1) 
o(-0) + op +(-00)p = -2 > -a° = -2 (TI) 
a(-o)B =-1=> —o?ğ — 1 (III) 


Substituindo (1) e (ID em (II, temos: 


1 


2º) Calcular o coeficiente m de modo que a 
equação xº + mx? + 11x + m = 0 admita raízes 
a, B, yque verifiquem a relação 02+B?+y2= 14. 


Resolução 

a+B+y=-m e oğ “ oyz Byz11 
x... 
+2 ay+2 By 

o +B? +y = (atpB +y)? + 

-2 (aß + ay + By) 

Assim: ox? + B? + y? =( — m)? —2 . (11) 
Então: 02 + B? +% = m? -22 


14 - m?-22 
-. 
Exercícios Resolvidos 


01. (UFSCar-SP) Sabendo-se que a soma 
de duas das raízes da equação 
x3 — 7x? + 14x —8 = 0 é iguala 5, pode-se afir- 
mar a respeito das raizes que: 

a) são todas iguais e não nulas. 

b) somente uma raiz é nula. 

c) as raízes constituem uma progressão 
geométrica. 

d) as raízes constituem uma progressão 
aritmética. 

e) nenhuma raiz é real. 

Resolução 

x? -7x + 14x-8=0 

Raízes: x, X, ex, 

Informação: x; +x, =5 

Girard: xı + X3 +x; =7 >5+xX3 =7 > 

=>x;=2 


Equações Algébricas 


Como 2 é raiz, por Briot-Ruffini, temos 
211 -7 14 -8 
1-5 4İ0 
x2-5x+4=0 
x=1 ou x=4 


S “ f1, 2, 4) 
Resposta: C 


02. (TTA-SP) Se a, B, y são raízes da equação 


1 1 1, 
x?— 2x? + 3x —4 =0, então, o valor Se 
o Y 


1 3 
a) 4 d) T7 
1 3 
b) a” e) 2 
3 
c) 4 
Resolução 
üş 


11,1 ByrayroB. ag om 3 
a B y a- B-y 


Tia -aş 4 
“o 


Resposta: C 


03. (Fuvest-SP) Sabe-se que o produto de duas 
raízes da equação algébrica 2x) —- x? + kx + 4= 0 
é iguala 1. Então, o valor de k é: 

a) -8 d) 4 

b) -4 e) 8 

o 0 

Resoluçüo 

2x) -x2+kx+4=0 

Raízes: x, x, € x, 

Informação:x,-x,=1 


Girard: x,:X,:X3=—— =—2 
E 2 
"X3 =—2 
—2 éraiz > P(-2)-0 
2-2} — (-2)} -2k+4=0 
—16-4-2k+4=0 
-2K-—16-0 
k--8 
Resposta: A 


Equações Algébricas 


Raízes Complexas de Equações com 

Coeficientes Reais 

Consideremos a equação de coeficientes 
reais: 


n n-1 m 
ax +axii+..+a ;x+a,=0 


Supondo que o número complexo z é raiz 
da equação, temos: 

a +... +a oZ Paşuz”a,c0 

Logo, o conjugado de: 

17—kK 7” 


tambem € zero, ou sefa: 


aoz“ F ajz”! Pet anz + an-1Z + an = 0 

Utilizando as propriedades do conjuga- 
do, concluímos que: 

ap: Z° Hay ZİL 

+an-2 "zZ + dn 'Z+a, m 


Dessa forma, z também é raiz da equação 
considerada. 


Assim, concluímos que: 
Se um número complexo z = a + bi 


(a e Reb e R) é raiz de uma equação 
algébrica de coeficientes reais, então o con- 


jugado dez, Z = a — bi, também é raiz dessa 
equação. 


Exemplo 

Resolver a equação xt- 4x? + 5x? -2x-2 =0 
sabendo, que uma raiz é (1 — i). 

Resolução 

Se (1 — i) é raiz da equação 

P()=x!-4x3+5x2-2x-2=(0, então (1 +i) 
também é raiz. Assim: 
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P6)=[x-(1+D]x-(1-D]-[X-2x-1] 


Fazendo x? -2x-1 “ 0, temosx=1+2 ou 


x=1- 42 
Logo: 


S={f1+i,1-i,1+42,1- 42} 


Importante 

Demonstra-se que, numa equação algébri- 
ca de coeficientes reais, valem ainda as pro- 
priedades: 

1°) Se z é raiz de multiplicidade m, então z 
também será raiz de multiplicidade m. 

2º) Dada a equação algébrica ax" + a x" 

. E aa 
+a?’X, 2+. + a pX +a, =0 com coeficientes 
inteiros, se o número irracional a + byn (n 
não é um quadrado perfeito) for uma de suas 
raízes, então o número irracional a — bun 
também será raiz desta equação. 

Conseqiiências 

1º) Numa equação algébrica de coeficien- 
tes reais e de grau ímpar, pelo menos uma de 
suas raízes é real. 

2º) Numa equação algébrica de coeficien- 
tes reais, a quantidade de raízes imaginárias 
é sempre um número par. 


Exercícios Resolvidos 


01. Uma equação algébrica com coefici- 
entes reais admite como raízes os números 
complexos 2 +i, 1—ie0. Podemos afirmar que 
o grau dessa equação é, necessariamente: 

a) par. 

b) ímpar. 

c) iguala três. 
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d) menor ou igual a seis. 
e) maior ou igual a cinco. 
Resolução 


Como a equação tem coeficientes reais, além das 
raízes 2 +i, 1—1e zero, ela admite também 2 —-iel+i 
como raizes. Logo, o menor grau possível para essa 
equação é 5. 

Resposta: E 


02. Resolver a equação xº-5x2+8x—6=0, 
sabendo-se que 1 + i é uma de suas raízes. 


Resolução 


Sendo a equação de coeficientes reais, se 1 + i é 
uma raiz, então 1 — i também será raiz desta equação. 
Assim, já temos duas das três raízes da equação. Pe- 
las relações de Girard, temos: 


Xi Xə +X3 =— a ou seja, (1+i)+ (1-1) +x,=5 
0 
..”. 

V-f1-i 1-1,3) 

03. Sendo 4 4. ,/2 i e 45 raízes do polinö- 
mio P(x) = 2x5 — 22x! + 74x3 + 2x2 — 420x + 540, 
então a soma dos quadrados das raízes reais 
desse polinômio é: 

a) 17 

b) 23 

c) 19 

d) 25 

e) 21 

Resoluçüo 

Sendo a equação de coeficientes inteiros, se 
4+2ie 45 são raízes, então 4— V2ie — 45 


também são raízes desta equação. Assim, já temos 
quatro das cinco raízes da equação. Pelas relações de 
Girard, temos: 


dı : 
X1 +X +X +X4 +X; € — —, OU Seja, 
do 
(4+/20)+(45)+(4- 25) +(-/5) +15 =11 
0-3 
Equações Algébricas 


As raízes reais são: 45 , — 45 e3. 


A soma dos quadrados das raízes reais é: 
2 2 
(V5) +(-/5) 43? =19 


Resposta: C 


Vimos até aqui que, para resolvermos uma 
equação algébrica P(x) = 0 de grau n, devemos 
descobrir uma raiz o e dividir P(x) por 
(x — a), recaindo em uma equação Q(x) = O de 
graun-1. 


7.1. Raízes Inteiras de Equações com 
Coeficientes Inteiros 


Consideremos uma equação 

P(xy)=ax"+ax"l+..+a X +a =0 
coma, a, |... az, a, € ap inteiros (a, #0 eag #0). 

Supondo que o: inteiro € raiz de P(x) = 0, 
temos: 

P(o)=0 

apa” taa]. anq +a =0 


aq=-ago"-aqrl-..-a a 
= = -1— mn. = 
a,” o (caqo: "Tİ — a40 —— 
an — n-1 n-2 
=-açd aja 001 
DO 


inteiro 


a . ; 
Assim, a também é inteiro e, portanto: 


o € divisor de a, 


Observação 


Com esta propriedade, quando tivermos 
uma equação algébrica de coeficientes 
inteiros, podemos descobrir as suas raízes 
inteiras (se existirem). Para tanto, devemos 
pesquisar todos os divisores (positivos e 
negativos) de a,, o termo independente da 
equação. 


nm 


Equações Algébricas 


Exemplo 


Resolver a equação: 


2x) — 11x2+17x- 6=0 


Resolução 


As possíveis raízes inteiras da equação são 
os divisores de — 6, ou seja, +1, +2, +3, +6. 


Pesquisando as raízes: 


2 11 17 6 


112 9 8 2 
-13 30 -36 


2 é uma raiz de P(x) = Ü, então 
P(x) = (x-2) (2x? -7x + 3) 


1 
2x2 -7x+3=0 =>X=5 oux=3 


S= iz E 3) 
2 


Observação 
Podemos notar que a equação tem 
outra raiz inteira, o número 3, que é um 
divisor de a, = —6 


1.2. Raízes Racionais de Equações 
com Coeficientes Inteiros 
Consideremos a equação: 
ax? + bx? + ex + d € Ü, com coeficientes a, b, 
c e d inteiros (a z0ed #0). 
P; 


Supondo que o número racional a = 


P 


e q inteiros e primos entre si) € raiz da equa- 
çao, temos: 
3 2 
T rbt +c P+d=0 
q q q 
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a-pº+b-p?.q+e-p-q+d-q”=0 (1) 


De (I) temos: 
apº+(b-p?+c-p-qtd-q)-q=0 

ap” 
entãob-p?+c-p:qg+rd-q ar” 

ap? 
Comob-p?+c-p-q+d-q éinteiro, a 
é inteiro. 

Como p e q são primos entre si, 


q é divisor de a 


Também de (I) temos: 
(a:p’+b:p:q+c:q:p+d-q?=0 
3 
então, a-p2+b-p-q+e-qp=- LI 
P 
Como a - p? +b p- q+ c- q € inteiro, 


d-q° 
P 


é inteiro. 


Como p e q são primos entre si, 


p é divisor de d 


Assim, na equação ax? + bx? + cx +d = 0 as 


p 


possíveis raízes racionais — são tais que p é 


divisor do termo independente d, e q é divisor do 
coeficiente do termo de maior grau da equação. 


Generalizando, temos: 
Se a= Pop e q primos entre si) € uma 
q 


raiz racional da equação de coeficientes 
inteiros: 
n n+1 2 = 
ax" + ax +... + An 2X 5 anx ta 0 
(a, #0 ea, +0), então p é divisor de a, e q € 
divisor de ap 
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Exemplo 
Resolver a equação: 
2x +x2+x—-1=0 
Resolução 
Os divisores do termo independente são: 
+1 e -1 
Os divisores do coeficiente do termo de 
maior grau são: 
+1 e +2 
Os únicos valores racionais possíveis para 
raízes da equação são: 
1 


+1 1, 4 .. 
5. 


Pesquisando estes valores, temos: 


Assim, > €raiz e a equação pode ser escrita: 
1/2 
... (2x? +2x+2)=0 


Resolvendo a equação 2x? +2x+2=0, temos: 


2 2 
Assim: 
E E ao 2 J3 i 
proc Do 2 
Exercícios Resolvidos 


01. Entre as frações 


33576 5 71 9 B 
4777878710711712713715 6 
podem ser raizes da equaçao 

16x6 + ax? + bx? + cx + dx? + ex + 45 = 0, 
com a, b, c, d e e números inteiros, as frações: 


Equações Algébricas 


3.5 də 
a qe ) nı “12 
ə. 1305 
) 1578 € ET 

3 1 
9) 7913 
Resolução 


Em todas as alternativas, exceto a primeira, em pelo 
menos uma das frações ou o numerador não é divisor 
inteiro de45 ou o denominador não édivisor inteiro de 16. 


Resposta: A 


02. Obter todas as raízes, reais e não reais, 
da equação: x? — 4x? +x +26 =0. 
Resolução 


pelt,+2,+13,+26) e qe{+1} 
Assim, P € {+1, +2,+13,+26 } (possíveis raízes 
q 


racionais). 


Para x — —2, temos: 


|1 -4 1 26 


-2 1 -6 1310 


Portanto, — 2 é uma raiz 


6+V-16 


xº-6x+13=0> x= E 


V=[-2,3+2,3-2i) 


Equações Algébricas 


03. Resolver a equação: 2x3 —- 7x2+6x+5=0 
Resolução 
fo) =2x)-7x2+6x+5 


As possíveis raízes racionais são: pe D(5) 
qe D(2) 
P e(tusiressd) 
q 2 2 
2 -7 6 5 


Portanto, —1/2 é uma das raízes; as outras duas 
são as raízes da equação: 


2x2 -8x+10=0 
x22-4x+5=0 
A=16-20=-4=4 


qo Sta? 412i 


2 2 
2(2+i . : 
—— e assim: 


V =[-52-ia+i) 
2 
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